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Funcoes Reais

Neste capitulo, estudaremos as protagonistas do longa metragem
chamado Célculo Diferencial e Integral: as fung8es reais. So delas os limites
a serem calculados e s@o elas quem serdo submetidas a derivacBes e a
integracdes de todos os géneros. Portanto, nada mais justo do que um

capitulo dedicado a elas com exclusividade.

O presente trabalha as fun¢des e seus conceitos associados tais
como formulas, determinacdo de dominios e contradominios, gréficos, retas
assintotas, raizes e sinais ricamente ilustrados com exemplos detalhados. Em
seguida, estudamos a customizagdo de funcdes, passo tdo importante para a
otimizagdo. Apresentamos também as qualidades e a classificagdo das
funcdes reais, bem como a composicédo e a inversdo. Finalmente, as fungbes
trigonométricas e suas inversas, as fungbes exponenciais, logaritmicas e

hiperbdlicas.



Funcéo é um dos conceitos mais
importantes, uma vez que todos os
ramos da Matemética e todas as
ciéncias e as tecnologias que dela

dependem o utilizam amplamente.

De fato, um poligono convexo de x lados
apresenta x vértices. De cada vértice do
poligono, partem (x — 3) diagonais, pois
precisamos excluir os 2 vértices vizinhos
e o préprio vértice em questdo. Como
temos x vértices, este nimero de
diagonais devera ser multiplicado por x.
Mas, cada diagonal, desta forma, sera
contada 2 vezes; assim, precisamos

dividir por 2.

Nao é dificil concluir que y serd um
ndmero natural também, pois, como ou
X ou (x—3) € par, segue que X.(x—3) é par

e a metade de um nimero par é natural.

Os pontos desta fungédo pertencem a
parabola mas nem todos os pontos da
parabola pertencem a fungéo, uma vez
que o nimero de lados x é natural maior

ou igual a 3.

De fato, sob a acdo da gravidade com
aceleragio constante g ~ 10 m/s?, um
objeto cai distancias x diretamente
proporcionais aos quadrados dos
tempos y, onde a constante de

proporcionalidade é g/2:

9.2 2 X
x=2y2 x5y2 Sy~ [—
2y Yy y 5

Ao contrério do exemplo anterior, os
pontos desta fungao serdo todos os
pontos da curva, parax > 0, porque
podemos considerar as alturas x e 0s
tempos y como nimeros reais. Assim,
os pontos calculados na tabela estdo

apenas destacados no gréfico.
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CONCEITO DE FUNGCAO

Funcdo significa, essencialmente, uma bem definida dependéncia
entre duas variaveis, y e x, onde o valor de y dependera exclusivamente do
valor de x e para cada x, existird um Unico y associado. Este Unico y podera
ser obtido a partir de uma féormula matematica, visualizado numa tabela,
lido a partir de um grafico, ou, pelo menos, tendo seu valor estimado
conforme as circunstancias. A seguir, vamos dar algumas ilustragdes.

Exemplo 4A

O numero de diagonais y de um poligono convexo dependera do nimero de
lados x que 0 mesmo apresenta. Assim, dizemos que o nimero de diagonais
y € funcdo do numero de lados x do poligono. A geometria nos fornece uma
formula para o calculo de y:

1
==X-(x-3
y=5 (x-3)

Para x > 3, x e N . Montamos uma tabela e um grafico no plano cartesiano,
ilustrando alguns de seus valores calculados através desta formula:

y
35 ...................................... .
27 ................................. ..
X X
y y 20 ............................. [
3 0 7 14 :
14 ........................ .
4 2 8 20 :
9 ................... ,
5 5 9 27 Bl o
6 9 10 35 20 g ® X
3 4 5 6 7 8 9 10

O ponto (3, 0) indica que o triangulo (3) ndo possui diagonais (0), o ponto (4, 2)
indica que o quadrilatero (4) tem 2 diagonais, etc.

Exemplo 4B
O tempo de queda em segundos y de um corpo deixado cair é funcdo da
altura x em metros de onde cai. A Fisica nos fornece uma férmula:

X y X y

0 0 80 4

5 1 100 4,47

20 2 200 6,32

45 3 350 8,36 1

Té 20 45 80100 200 350



Este processo chama-se interpolagéo e
consiste em encontrar uma curva de
equagdo conhecida cujos pontos mais se
aproximam dos pontos da fungdo. Seus
procedimentos matemaéticos sao
trabalhosos e suas justificativas fogem
ao carater introdutério deste livro. Na
figura, interpolamos uma reta
(pontilhada), uma quadrética (linha fina) e
uma cubica (linha grossa) com as

equagoes:

y = -1550x + 22300
y = 369,057 — 4871 4x + 27836
y = -58,586x° +1160x> — 7888,6x + 30736

onde x = X — 2000, mudanca de variavel
feita para se trabalhar com nimeros
menores. Outros tipos comuns de
fungdes interpoladoras sdo exponencial,

logaritmica e poténcia.

Em Estatistica, este estudo recebe o
nome de Regressdes Simples, pelo
fato de utilizar valores ocorridos no
passado (regressdes) e a dependéncia
de uma varivel y a uma Gnica variavel x

(simples).

Assim, € intuitivo compreender que
quanto melhor a qualidade da matéria
prima e dos processos, maior seré a

durabilidade do produto.

Quanto menor o tempo de espera para
ser atendido, maior sera a satisfagdo do

cliente.

Quanto maior o nimero de veiculos
circulantes, menor serd a qualidade do

ar.

Quanto maiores as taxas, maiores serdo

os investimentos em bolsa.
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Exemplo 4C
O valor de tabela y de um automovel em reais se comportou ao longo dos
anos X conforme as informagdes seguintes:

X Yy X Yy

2001 24.000,00 2005 13.000,00
2002 19.000,00 2006 12.500,00
2003 16.000,00 2007 12.200,00
2004 14.000,00 2008 11.900,00

Podemos visualizar estes valores num grafico do plano cartesiano, mas, a
Economia ndo nos fornece uma formula matematica exata para o célculo do
valor y conforme o ano X. De qualquer modo, podemos afirmar que o valor y
do carro é funcdo do ano X. Podemos, no entanto, interpolar curvas de
equacgbes conhecidas a estes pontos, que se resume a atribuir retas,
parébolas, cubicas, etc que mais se aproximam dos pontos da funcéo:

2001 2003 2005 2007 .,

Veja como as curvas interpoladoras se aproximam mais ou menos dos pontos
da funcéo preco de tabela versus ano, neste caso, conforme maior ou menor
complexidade algébrica da curva. As curvas de interpolacdo servem para
equacionar variaveis e revelar tendéncias e podem ser consideradas uma
importante aplicacéo das derivadas ao campo da Estatistica.

Exemplo 4D
Existem funcdes cujas variaveis quantitativas sdo de dificil ou até de subjetiva
mensuragdo. Sao exemplos:

a) Durabilidade x Qualidade (Tecnologia)
A durabilidade de um produto é funcédo da qualidade da matéria prima e dos
processos utilizados em sua fabricagéo.

b) Satisfac8o x Tempo de Espera (Psicologia)
O nivel de satisfacdo dos clientes é fungdo do tempo em que 0s mesmos
esperam para serem atendidos.

¢) Qualidade do Ar x Nimero de Veiculos (Urbanismo)
A qualidade do ar numa cidade é func@o do nimero de veiculos que circulam
na mesma.

d) Investimentos x Taxas de Juros (Economia)
O volume de investimentos na Bolsa de Valores é fungdo das taxas de juros
pagas pelo governo.



i

Aqui temos um exemplo de uma fungdo
com 3 pares de valores, x ey,
representados num diagrama de Venn.
Para esta fungéo, temos:

D={1,2 3}

CD ={0, 2, 4, 6}

Im ={0, 2, 6}

O valor 4, apesar de pertencer ao
contradominio CD, ndo pertence a
imagem Im por ndo estar relacionado a

nenhum valor do dominio D.

Veja que, para x = 3, existem 2 valores

de y associados, -4 e 4.

A primeira formula é a funcéo real fi(x)
cujo gréafico € o ramo superior enquanto
que a segunda é a fungéo f(x) do ramo
inferior da circunferéncia. Para obter tais
formulas, isolamos y a partir de

x? +y? =25 , onde a extragdo da raiz
quadrada levou em conta as

possibilidades positiva e negativa.

Fatorando por quadrado de bindmio, a
equagdo assumird a férmula da pardbola

discutida no capitulo anterior.

f(x):x2—2x—8:y
~>X2—2X:y+8
x2—2x+1:y+8+1

x4 =22y +9)

Por outro lado, se resolvéssemos a
equacdo igualada a zero, irlamos obter
os pontos de intersegdo da parabola
com o eixo x: X = —2 e X = 4, pois tais

pontos tém coordenada y = 0.
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CONCEITOS ASSOCIADOS

O conjunto dos valores x € chamado dominio D, enquanto que o
conjunto dos valores y € chamado contradominio CD. O subconjunto deste
contradominio que esta associado ao dominio € chamado imagem Im. Veja
um exemplo simples mostrado na coluna auxiliar.

Quando o dominio for um subconjunto continuo de numeros reais,
ou a unido destes subconjuntos, a funcéo f sera qualificada como fungéo real
e serd representada também por y = f(x). Esta notacdo serve para enfatizar
essencialmente a dependéncia que a variavel y mantém com a variavel real x.
O exemplo ao lado, portanto, ndo é de funcéo real pois tem dominio discreto
sobre R (ndo é continuo). Igualmente, os exemplos 4A e 4C ndo sdo de
fungdes reais. O exemplo 4B é de funcdo real, pois o dominio é o
subconjunto continuo x>0 de R .

Exemplo 4E

Toda funcéo podera ter uma equacgéo que a defina mas nem toda equagdo em
X e y representard uma fungdo. A circunferéncia x?>+y?>=25 ndo pode
representar uma fungéo porque, para cada x, quase nunca temos um anico y
associado. De fato:

a) para X < -5 ou x > 5, ndo existe y associado;

b) para x = -5 ou x = 5, existe Unico y associado, y = 0;

c) para -5 < x < 5, existem 2 valores de y associados.

Desta forma, para que a equacgdo represente funcdo, deveremos fazer
algumas modificagdes. Por exemplo, poderemos considerar no dominio
apenas os valores -5<x<5 e na imagem apenas um dos ramos da
circunferéncia, o superior ou o inferior:

f(x)=+25-x%, para ~-5<x<5

e

HX)=— 25-%2, para -5<x<5

Veja que, desta forma, cada valor de x estara associado a um Unico valor de y,
para cada uma das funcgdes reais fi(x) e f2(x).

Exemplo 4F

Considere a funcdo real dada por f(x)=x?-2x-8. A seguir, exibimos seu
gréfico e, na coluna auxiliar, provamos que se trata de uma pardbola com
diretriz paralela ao eixo x, vértice em V = (1, -9) e distancia focal igual a 1/4.

2 1[ 4
\
\
|

\



A definigdo mais precisa de reta
assintota utiliza o conceito de limites de

fungdes a ser apresentado no volume 1.

a) = —-
—
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DOMINIO DE FUNGAO REAL E RETAS ASSINTOTAS

Quando a func¢éo real estiver definida apenas por uma férmula e seu
dominio ndo estiver especificado, este ficara subentendido como o maior
subconjunto de R para o qual as operacdes indicadas em sua a férmula
forem possiveis. Uma reta é considerada assintota da funcdo quando uma
extremidade de seu gréafico puder ficar tdo proxima quanto se queira da reta,
porém, sem nunca tocé-la nesta aproximacéo.

Exemplo 4G
Encontre os dominios subentendidos e as retas assintotas das fungdes:
1 1 1 >
X)=—— b(x)=— c(X)=—5—— d(x)=+x“ -1
Rt () N 71025 ()

O dominio de a(x) serd D={x < R /x = 4} porque o valor de x = 4 ndo pode ser
substituido em sua férmula, pois implicaria numa divisao por zero (1 + 0). O
grafico de a(x) € interrompido bruscamente em x = 4, quebrando-se em 2
ramos. A extremidade esquerda do ramo direito aumenta para um valor tao
alto quanto o desejado, pois, a medida que x se aproxima de 4, x — 4 se
aproximara de zero e, com isso, 1 dividido por um ndmero pequeno resultara
num ndmero tdo grande quanto se queira, bastando aproximar mais ou
menos x de 4. Processo analogo ocorre no lado direito do ramo esquerdo da
curva. Assim, a reta vertical x = 4 ndo encostara em nenhum ponto do grafico
de a(x), mas o gréafico de a(x) se aproximara o tanto quanto queiramos desta
reta. Assim, x = 4 é assintota vertical da funcéo a(x). Analogamente, y = 0
(eixo x) é a assintota horizontal de a(x).

O dominio de b(x) sera D={x< R /x >0} porque o valor de x = 0 ndo pode ser
substituido em sua formula, pois anualaria 0 denominador e além disso,
valores menores que zero também ndo, pois ndao podemos extrair raizes
quadradas reais de numeros negativos. O grafico de b(x) € um UGnico ramo
presente no 1° quadrante do plano cartesiano. Aqui, temos as assintotas
vertical e horizontal, respectivamente, x =0ey = 0 (eixos y € X).

O dominio de c(x) sera IR, pois podemos substituir todos os nimeros reais
em sua formula, ja que x2 +0,25 nunca sera zero, isto &, a soma do quadrado
de um ndmero real (X2, que é sempre positivo ou zero) com outro ndmero
positivo (0,25) sempre resulta positiva, para qualquer que seja o real x.
Igualmente, a fungdo c(x) tem assintota horizontal y = 0 (eixo X), pois, seu
grafico ficara tdo préximo desta reta quanto queiramos, aumentando-se ou
diminuindo-se o valor de x.

Finalmente para d(x) =\/ﬁ , quando x?—1 torna-se negativo, ficamos
impedidos de encontrar sua raiz quadrada. Isso ocorre no intervalo -1<x <1,
que estara fora do dominio: D={xeR/x<-loux>2 . A medida que x
aumenta, subtrair 1 unidade de x* e extrair a raiz quadrada resultara, cada vez
mais proximo da raiz quadrada do préprio x?, isto €, x. Assim, aretay = x é
uma assintota de d(x). O mesmo dizer para a reta y = —x. Mostra-se que 0
grafico de d(x) sdo os semiarcos positivos da hipérbole x2 -y2 =1 que tem

focos R =(0,~/2)e F, =(0,4/2).



Alguns autores utilizam o termo zeros
de uma fungéo real, para ndo haver
confusdo com raizes quadradas,
clbicas, etc. No entanto, os zeros de
uma funcéo sdo chamados também de
raizes de uma fungédo porque, para
muitas fungdes, seus zeros sdo obtidos
extraindo-se raizes quadradas, cubicas,

etc.

Igualamos o numerador a zero. Isso
porque uma fragéo é nula quando o
numerador é nulo e o denominador néo.
Como x = 2 anula somente o
numerador, segue que X = 2 seré a raiz

de e(x).

Observe como o gréfico toca o eixo x
em x = 2. Aretax = 3 é uma assintota
vertical de e(x) porque, em x = 3, e(x)
néo esta definida devido a divisdo 1+0. A
retay = 1 é a assintota horizontal
porque, para valores muito altos de X, x
— 2 serd sempre maior do que

X — 3, mas a divisdo de tais nUmeros
sera o quéo proximo a 1 quanto
desejarmos. A mesma aproximagado
ocorrera para valores muito negativos de

X, agora, porém, por valores abaixo de 1.

f(x):x3+4x2—x—4

Observe como a polinomial toca o eixo x
em 3 pontos, x=-4,x=-1ex=1

Assim, estas sdo as raizes da fungéo f(x).
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RAIZES DE FUNGAO REAL

As raizes de uma funcgéo real sdo os valores de x que a tornam nula,
isto é, f(x) = y = 0. Assim, para localizd-las, observamos onde o grafico
encontra o0 eixo X (j& que o eixo x € a reta y = 0). Para determiné-las, ent&o,
deveremos resolver a equagdo y = 0 no conjunto dos nimeros reais. As
fungdes a(x), b(x) e c(x) da secdo anterior ndo tém raizes, uma vez que
nenhum valor de x consegue zerar sua formula (ndo tocam o eixo x). A funcéo
d(x), por outro lado, apresenta as raizes -1 e 1.

Exemplo 4H
X-2
x-3"

Encontre a raiz da funcdo e(x)=

X-2
X —

=0->x-2=0->x=2

Destacamos a raiz x = 2 no grafico de e(x) que é exibido a seguir. Veja que
e(x) apresenta as assintotasx=3ey=1:

y
X—-2
e(><)7x73
y=1
T ——— X
1 2 4 5
x=3

Exemplo 4l

Encontre as raizes da fungdo f(x)=x% +4x> —x—4.

Esta fungdo é uma polinomial de grau 3 que pode facilmente ser reduzida ao
produto de 3 fungbes do grau 1 através da fatoragdo, conforme vimos no

capitulo 2:
x3 +4x% -x-4=0
X2(X +4)— (X +4) =0
X=-4
(X+4) (2 =) =0—(X+4)-(x+D-(x-)=0—> x=-1
x=1
E = = s s s s 2 =

Obter as raizes de uma funcdo real, geralmente, ndo é tarefa
simples, pois igualar a zero as formulas de muitas funcdes recai em equacgdes
complicadas e mesmo algebricamente impossiveis. No volume 1, vocé
aprenderd a obter aproximacgdes de raizes destas fun¢gdes usando o método
de Newton, quando estudar as aplicag6es de derivagéo.



As raizes de g(x) serdo 1, 2 e 3, pois
qualquer um destes valores anulara todo
o produto que define esta funcéo. Veja
que, para x < 1, g assume valores
negativos (seu grafico esta abaixo do
eixo X). Para 1 < x < 2, g assume valores
positivos (gréfico acima do eixo x); para 2
< x < 3, valores negativos novamente e,
para x > 3, valores positivos novamente.
Assim, podemos sintetizar estas
conclusdes no quadro ao lado do seu

gréfico.

Em ambos os casos, isso parece ser
bastante razoavel, uma vez que, na raiz,
a funcéo assume o valor zero e, sendo
continua em sua proximidade, podera
passar de positiva a negativa ou vice-
versa. lgualmente, antes da
descontinuidade, a fungéo tera um sinal
e, apés a mesma, poderd assumir outro
sinal, levando em conta que seu tragado

foi interrompido.

Isso porque, como g(x) ndo tem
descontinuidades e tem raizesem x =1,
X =2 e x = 3, em qualquer ponto antes
de x = 1, o valor de g terd 0 mesmo
sinal. Assim, tomamos x = 0 para
facilitar a sua obtengdo. O mesmo
procedimento devera ser feito entre as
raizes e apo6s a Ultima x = 3, isto &,
escolher pontos com o intuito de apenas
avaliar o sinal da funcéo. Veja que os
sinais assim obtidos concordam
rigorosamente com aqueles observados

diretamente sobre o gréafico da fungdo

g9
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SINAIS DE FUNGAO REAL

Uma das maneiras de observar os sinais assumidos por uma fungéo
real, isto &, saber os intervalos de x para 0s quais ela € positiva ou negativa, é
tracar seu grafico e concluir diretamente sobre ele.

Exemplo 4J
Estude os sinais da fungdo gx)=(x-1-(x-2)-(x—-3).

(X)<0 x<1 ou
<0=>
9 2<x<3

1<x<2 ou
x>3

g(x)>0:{

Mesmo sem termos o grafico da fungdo, podemos chegar as
mesmas conclusdes se soubermos que uma funcéo real pode mudar seu
sinal:

a) antes e depois de uma raiz;
b) antes e depois de uma descontinuidade.

Na coluna auxiliar, argumentamos sobre estas duas possibilidades de
mudancas nos sinais da funcéo, antes e depois de raiz ou descontinuidade.
Assim, para obter os sinais da fungdo g(x) deste ultimo exemplo, bastariamos
verificar os sinais em:

a) qualquer ponto antes de x = 1; e em

b) qualquer ponto dointervalo 1 < x< 2; e em

c) qualquer ponto do intervalo 2 < x < 3; e em

d) qualquer ponto apoés x = 3.

8)9(0)=(0-1-(0-2):0-3)= 6> -
b) 9(1,5)=(1L5-1) 15— 2)-(L5 - 3) = +0,375 — +
0)9(2,5)=2,5-1-(25-2)(2,5-3)=-0,375 —> —
d)gd)=(4-2-4-2)-(4-3)=+6 > +

O esquema seguinte serve para sintetizar todas as informacdes acerca dos
sinais da funcéo g(x) e também para ajudar a estruturar este procedimento.
Abaixo do traco, temos os valores de x relevantes para a mudanca de sinal da
funcdo: neste caso, apenas as raizes, pois a fungdo é continua para todos os
ndmeros reais. Acima do traco, representamos a funcdo g(x), os valores
assumidos em cada um dos pontos relevantes (no caso, como sdo raizes,
apenas zeros) e também os sinais entre estes pontos.




O denomindador se anula quando
X2 +x=0-x(x?+1)=0

isto é, apenas parax =0

pois x? +1é sempre > 0. Logo:
descontinuidade = 0 e raiz=5

Veja que os sinais obtidos com este
procedimento estdo corretos pois
concordam com aqueles lidos
diretamente a partir do gréfico. Veja que
h(x) tem assintotas x =0 e

y =0, apesar de tocar nesta reta (0 eixo
x é aretay = 0) quando x = 5. Isso
porque, a medida que aumentamos o
valor de x, mais o valor de y tendera a
zero e, nesta aproximacéao, nao sera
nunca igual a zero, apesar de ja ter

ficado igual a zero quando x = 5.

Em outras palavras, precisamos estudar
os sinais de outra fung&o j(x), pois i(x) s6
existira quando j(x) for positiva ou zero.
Esta funcéo j(x) tem o dominio real

x> -1 e sua raiz pode ser obtida
igualando-se j(x) = 0. Apenas o valor de
X2 verifica a equacéo, pois xi, sendo
positivo implicara x: + 1 positivo e sua
raiz quadrada também que somada ao
préprio x1 ndo podera ser zero. Esta
verificagdo é necesséria porque
transformamos uma equagdo em outra

ao elevarmos ao quadrado.

Observe como o gréfico de j(x) fornecera
o dominio de i(x): somente quando j(x)
for maior ou igual a zero (isto &, a partir

de x2) é que i(x) existira.
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Exemplo 4K

Estude os sinais da fungdo h(x) = X3
X" +X

, sem utilizar seu grafico.

A raiz de h(x) é x = 5, enquanto que sua descontinuidade é x = 0 (veja coluna
auxiliar). Assim, precisamos avaliar os sinais das fun¢des em:

a) qualquer ponto antes de x = 0; e em

b) qualquer ponto do intervalo 0 < x< 5; e em

c) qualquer ponto apos x = 5.

-1-5 -6
) h(-1) = —=+3>+
(P +(y -2
1-5 -4
= =2 5
) B+1 2
) _ 65 =+.o+
6°+6
Esquematicamente:
+ % - 0 + ‘h(x)
0 5 | x
Exemplo 4L

Encontre o dominio da funcéo real i (x) = y/x +/x +1.

A raiz quadrada mais externa sO existira quando seu radicando nado for
negativo. Assim, precisamos resolver a seguinte inequagao:

X)=x++x+1>0

X+4X+1=0— X +1=-X
Wx+1? =(—x)? 5> x+1=x>

1+\/§
X ==
2_x-1=0
X% =X L
Xy = ———
2
21 - 0+ il
-1 X2 | x

Assim, a partir dos sinais de j(x), podemos concluir que o dominio de i(x) sera
todos os valores x iguais ou maiores que x2: D={xeR/x>(1-+5)/2}. A
seguir, mostramos os graficos de j(x) e de i(x):

8 P (X) = VX+x+1

j(x):x+m
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Havera casos em que a fungdo ndo mudara de sinal antes e depois
da raiz ou da descontinuidade, respectivamente, como observamos nas
funcdes k(x) e I(x) cujas férmulas e graficos séo mostrados a seguir:

Isso j& estava previsto nas orientagdes

iniciais desta secdo quando destacamos
a possibilidade em vez da necessidade k(x) = (x — 3)2
de mudanga de sinais antes e depois de

uma raiz ou descontinuidade.

EXERCICIOS IMEDIATOS

1) A sequéncia de nimeros a,=3n, onde n é um namero natural, pode ser

entendida como uma fungdo. Vocé poderia:
a) ldentificar qual é esta sequéncia?

b
c
d
e

-

Especificar uma formula em x e y para esta fungdo?

-

Montar uma tabela com alguns valores desta fungdo?
Encontrar o dominio e aimagem desta func¢éo?

— =

Mostrar a fungdo no plano cartesiano?

2) A érea de um quadrado pode ser entendida como fungdo do tamanho de
seu lado.

a) Especifique uma férmula em x e y para esta funcéo.
b) Monte uma tabela com alguns valores desta funcéo.
¢) Encontre o dominio e a imagem desta fungéo.

€) Mostre a fungdo no plano cartesiano.

o

3 2 1 2 ) . . L
3) Encontre o dominio e a imagem da fungdo mostrada no gréfico ao lado.
. X2 y2
Dica 4: isole y e conclua que um Gnico x 4) Mostre que a hipérbole de equagéo % o =1 nédo pode representar uma

podera possuir dois valores de y - ~
Unica funcéo.
associados.

) B ) 5) Determine os dominios, as raizes e os sinais das seguintes funcgdes reais:
Dica 5: m(x) ndo pode ter raizes por ser a

_ _ 2 _ _ 3 2
soma de 3 fungdes crescentes e iniciar A =5x-1 blx) =x" —4x+5 CX)=x"+3x"+X+3
em x = 1. As fungdes n(x) e o(x) sdo d(x)= X2 +5x1+6 e(x)= 1=x f(x) = ZL

) R . x-1 X -16
analogas a do exemplo 4L. As fungdes s, 3
t, u e v necessitam de fatorag&o para o(x)= 2—16 h(x) =vx-5 iX)=x-7
X<+
obtencéo de suas raizes. 3
X)=vx2-6x+8 k() = VX% +x+1 (X) = ——
X2 - 2x
MX) =X + VX —L1+4X+2 nx) = Jx—x+4 o) =x-~x-4
px) =(x —4)° q)=x—3-x+4)-2-%)  r(x)=x>+49
s =x3+x2-x-1 t(X) =x° —5x% +2x —10 ux) =8-x3
2 3
X -1 X
V(X) = (X —5)° + X(X — 5 Ww(X) = z(x) =
()= (x5 +xx -5) S R



Dica 7: eleve y ao quadrado, sem se
esquecer quey é negativa em todo o
seu dominio e coloque a fungéo na

2 2
forma X, Y __;.
a? b2

Dica 8: eleve y ao quadrado, sem se
esquecer que y é positiva em todo o seu

dominio e coloque a funcdo na forma

2
X
-1
a b

Dica 10: provando (a) significara concluir
que o gréfico da funcéo y = 1/x é uma
hipébole equilatera. Esta funcéo é
conhecida por fungéao reciproca. Utilize
a defini¢do de hipérbole para obter a
equacdo desejada. Para resolver (b),
analise a estrutura de resolugédo de (a) e
perceba a relagdo entre as coordenadas

do foco F2 e o valor de k.
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EXERCICIOS INTERMEDIARIOS

6) Uma func@o algébrica racional fracionaria é aquela do tipo
RX)=Nx)/D(x), onde N(x) e D(x) sdo polinémios. Esta funcdo apresentara
assintotas verticais para os pontos em que D(x) = 0 e uma Unica assintota
horizontal caso o grau de N(x) seja menor ou igual ao de D(x). Tal assintota é y
=k, onde k € o nimero para o qual R(x) tende quando fazemos x tender a +w
e a —o também. Para as funcdes racionais do exercicio anterior, encontre as
assintotas verticais e horizontais.

7)

a) Mostre que o gréfico da fungdo y = —3\/25 —x? é um arco de elipse.

b) Encontre o dominio e a imagem desta funcéo.

8)

a) Mostre que o gréfico de y = $\/25x2 - 3600 séo arcos de uma hipérbole.

b) Encontre o dominio e a imagem desta funcéo.

EXERCICIOS AVANGCADOS

9) Mostre que o grafico de y=Ax?+Bx+C, onde A, Be C sdoreaise A =0 é

necessariamente uma parabola com diretriz paralela ao eixo horizontal x.

10) Considere a hipérbole equilatera (a = b) cujo eixo principal € a retay = x,
o0s f6cos s80 F =(—/2,—/2) e F, =(2,42).

a) Mostre que sua equacéo é dada por y -1
X
b) A funcéo y = LS aparece na modelagem da Lei de Boyle que afirma que um
X

gas, quando mantido a uma temperatura constante, ocupara um volume y
inversamente proporcional a sua pressao x, onde k € uma constante. Mostre
que seu grafico também é uma hipérbole equilatera com eixo principal y = x e
ache as coordenadas de seus f6cos.



